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Досліджується структура результуючих 
матриць, виділяються симетричні та косо-
симетричні складові, знаходяться матри-
ці, які є еквівалентними і не еквівалентни-
ми кватерніонам. Для мультиплікативних 
композицій кватерніоних матриць встанов-
люються правила повного, внутрішнього та 
зовнішнього транспонування, визначають-
ся комутативні, ортогональні та обернені 
матриці
Ключові слова: кватерніоні матриці, 
мультиплікативін композиції, таблиця мно-
ження, обернені матриці, транспонування, 
комутативність, ортогональність
Исследуется структура результирую-
щих матриц, выделяются симметричные и 
кососимметричные составляющие, находят-
ся матрицы эквивалентные и не эквивалент-
ные кватернионам. Для мультипликативных 
композиций кватернионных матриц уста-
навливаются правила полного, внутреннего 
и внешнего транспонирования, определяют-
ся коммутативные, ортогональные, обрат-
ные матрицы
Ключевые слова: кватернионные матри-
цы, мультипликативные композиции, 
таблица умножения, обратные матри-
цы, транспонирование, коммутативность, 
ортогональность
The structure of output matrices is analyzed 
and symmetrical and skew-symmetrical parts 
are singled out. Matrices equivalent and not 
equivalent to quaternion are found. Rules of 
full, internal and external transposition are 
determined for multiplicative compositions of 
quaternionic matrices. Commutative, orthogonal 
and inverse matrices are determined
Key words: quaternionic matrices, multipli-
cative compositions, multiplication table, inve-
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Обоснование актуальности фундаментальной разра-
ботки отдельных элементов исчисления кватернионных 
матриц и сферы их возможного применения приводи-
лись в [9, 10], что является систематическим дополнени-
ем известных фундаментальных результатов [1, 3, 11, 12, 
14]. Иллюстрацией эффективного использования этого 
математического аппарата могут служить работы [4, 5, 6, 
7, 8, 13, 15], где кватернионные матрицы применены как 
удобный инструмент аналитических преобразований 
при построении математических моделей инерциальной 
навигации, нелинейной динамики сложных механиче-
ских систем в пространственном движении.
постановка задачи
Исследуются структура и свойства шестнадцати 
всевозможных пар произведений кватернионных ма-
триц (мультипликативных композиций), состоящих 
из двух матриц, эквивалентных равным кватернионам 
и двух матриц, эквивалентных равным и сопряжен-
ным кватернионам [10]. Для введенной совокупности 
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четырех кватернионных матриц находятся обратные, 
ортогональные, коммутативные. Устанавливаются 
правила полного, внутреннего и внешнего транспони-
рования для всевозможных пар произведений четырех 
кватернионных матриц. Исследуется структура ре-
зультирующих матриц, выделяются симметричные и 
кососимметричные составляющие.
решение задачи
Искомые мультипликативные композиции пар 
четырех кватернионных матриц, эквивалентных ква-
терниону A,  t A,  и сопряженному кватерниону t tA , 
At  исследуются на основе свойств соответствующих 






0  ( i = 1 2 3, , ) 
[10]. Свойства базисных матриц таковы, что среди них 
имеются ортогональные, коммутативные, аддитивно-
обратные, мультипликативнообратные и другие. 
Свойства базисных матриц отображаются в свойствах 
всевозможных мультипликативных композиций пар 
кватернионных матриц, эквивалентных равным и со-
пряженным кватернионам. Исходные четыре кватер-
нионные матрицы определяют шестнадцать всевоз-
можных произведений следующих видов:
A A A A A A A A
A A A A A A A A
A A A A A A A
t t t t t t t t
t t t t t t t t
t t t t t t t t
⋅ ⋅ ⋅ ⋅
⋅ ⋅ ⋅ ⋅
⋅ ⋅ ⋅ ⋅
⋅ ⋅ ⋅ ⋅
A
A A A A A A A At t t t t t t t
коммутативность
Из коммутативности базисных матриц устанавлива-
ются следующие коммутативные произведения матриц, 
эквивалентных равным и сопряженным кватернионам:
A A A At t t t⋅ = ⋅ ,       t t t tA A A A⋅ = ⋅ , 
A A A At t⋅ = ⋅             t t t t t tA A A A⋅ = ⋅ ,
A A A At t⋅ = ⋅ ,          t t t t t tA A A A⋅ = ⋅ . 
В качестве примера приведем доказательство ком-
мутативности матриц A  и At , т.е. A A A At t⋅ = ⋅ . Про-
изведение A At⋅  согласно [10] представим в виде:





















Для диадного произведения базисных матриц по-
лучим:
Далее переходим к эквивалентной записи произ-
ведения:
Из коммутативности базисных матриц следует:
Откуда:

























т.е. A A A At t⋅ = ⋅ . 
Справедливость коммутативных произведений: 
A A A At t t t⋅ = ⋅ , t t t tA A A A⋅ = ⋅ , 
A A A At t⋅ = ⋅ , t t t t t tA A A A⋅ = ⋅ , 
A A A At t⋅ = ⋅ , t t t t t tA A A A⋅ = ⋅  доказывается ана-
логично.
структура
Структура результирующих матриц приведенных 
шестнадцати всевозможных произведений кватерни-
онных матриц исследуется с помощью соответствую-
щих таблиц умножения базисных матриц [10]. В каче-
стве примера рассматривается произведение матриц 
вида A At t⋅ . Учитывая, что матрицы представимы в 
следующей записи:











































Воспользовавшись таблицей умножения группы 




0  ( i = 1 2 3, , ), най-
дем:
A A a a a a
E E E E
E E E E
E E E E
E E E E
t t




⋅ = 0 1 2 3
0 1 2 3
1 0 3 2
2 3 0 1










и принимая во внимание свойства аддитивной об-
ратности базисных матриц, т.е. t i
t
iE E= −  и I E= − 0 , 
получим:
A A a a a a
E E E E
E E E E
E E E E









0 1 2 3
0 1 2 3
1 0 3 2
2 3 0 1






т.е. структура результирующей матрицы определя-
ется базисом Ei  в виде:
A A a a a a
E E E E E E E E




⋅ ⋅ ⋅ ⋅
⋅ ⋅ ⋅ ⋅
0 1 2 3
0 0 0 1 0 2 0 3




E E E E E E E E





2 0 2 1 2 2 2 3





⋅ ⋅ ⋅ ⋅
⋅ ⋅ ⋅ ⋅
A A a a a a
E E E E E E E E
E E E E E E E E
E
t
t t t t
⋅ =
⋅ ⋅ ⋅ ⋅
⋅ ⋅ ⋅ ⋅
0 1 2 3
0 0 1 0 2 0 3 0
0 1 1 1 2 1 3 1
0 2 1 2 2 2 3 2





⋅ ⋅ ⋅ ⋅
⋅ ⋅ ⋅ ⋅
E E E E E E E





t t t t
t t t t
A A a a a a
E E E E E E E E
E E E E E E E E
E
t
t t t t
⋅ =
⋅ ⋅ ⋅ ⋅
⋅ ⋅ ⋅ ⋅
0 1 2 3
0 0 0 1 0 2 0 3
1 0 1 1 1 2 1 3
2 0 2 1 2 2 2 3





t t t t
t t t t
E E E E E E E





⋅ ⋅ ⋅ ⋅
⋅ ⋅ ⋅ ⋅
22
Восточно-Европейский журнал передовых технологий 6/4 ( 42 ) 2009
A A a a a a
a a a a
a a a a
a a a a









0 1 2 3
0 1 2 3
1 0 3 2
2 3 0 1






Здесь компоненты искомой результирующей ква-
тернионной матрицы имеют структуру, определяемую 
базисом Ei , и принимают простейшую форму в силу 
того, что
a a a a
a a a a
a a a a
a a a a
a a a a
a0 1 2 3
0 1 2 3
1 0 3 2
2 3 0 1
3 2 1 0






где a2  обозначает норму кватерниона:







2= + + + .
Вводя матрицу строку a a a a at = 0 1 2 3 , пред-
ставим полученную формулу лаконичной записью 












1 0 0 0 ,
т.е. A A a Et t⋅ = 2 0 .
Учитывая коммутативность матриц A  
и t tA , получим t tA A a E⋅ = 2 0 . Аналогич-
ным образом показывается t tA A a E⋅ = 2 0 , а 
также A A a Et t⋅ = 2 0 . Следовательно, уста-
навливаем:
A A A A A A A At t t t t t t t⋅ = ⋅ = ⋅ = ⋅ .
Развернем произведение A A⋅  в виде:





















Воспользовавшись таблицей умножения группы 




0  ( i = 1 2 3, , ) и при-
нимая во внимание, что t i
t
iE E= −  и I E= − 0 , найдем:
A A a a a a
E E E E
E E E E
E E E E









0 1 2 3
0 1 2 3
1 0 3 2
2 3 0 1





Полученная результирующая матрица может быть 
представлена в виде кватернионной матрицы, имею-
щей структуру соответствующую базису Ei :
A A a a a a
a a a a
a a a a
a a a a









0 1 2 3
0 1 2 3
1 0 3 2
2 3 0 1







A A E E E E
a a a a
a a a a
a a a a










0 1 2 3
0 1 2 3
1 0 3 2
2 3 0 1






или в принятых обозначениях:










,    A A E E E E A at⋅ = ⋅ ⋅0 1 2 3 ,
г д е  к о м п о н е н т ы  р е з у л ьт и р у ю щ е й  м а т р и-
ц ы rj  ( j = 0 1 2 3, , , )  определяются матрицей строкой 
r a At t= ⋅  или матрицей столбцом r A at= ⋅ . В развер-
нутой записи соответственно получим:








0 1 0 2 0 32 2 2
или
r




















Тогда результирующая кватернионная матрица R , 
определяемая базисом Ei , имеет вид:
т.е. A A R⋅ = ,
а также 
A A a a a a E a a E a a E a a E⋅ = − − −( ) + + +02 12 22 32 0 0 1 1 0 2 2 0 3 32 2 2
или
A A a A a E⋅ = −2 0
2
0
Принимая во внимание, что базисные матрицы Ei  ко-
сосимметричны, не трудно выделить в результирующей ма-
трице R  кососимметричную 2 2 20 1 1 0 2 2 0 3 3a a E a a E a a E+ +  и 








0− − −( )  составляющие. Иско-




















E E E E A E A E A E A E At t t t t0 1 2 3 0 1 2 3= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
где
R
a a a a a a a a a a
a a a a a a a a
=
− − −




















2 2 3 0 2














a a a a a a a a a a
a a a a a a a
− − − − −





2− − −a a a
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a a a a
a a a a
a a a a
a a a a
1
1 0 3 2
0 1 2 3
3 2 1 0




− − − −
− −
;  E A
a a a a
a a a a
a a a a
a a a a
t
1
1 0 3 2
0 1 2 3
3 2 1 0








a a a a
a a a a
a a a a
a a a a
2
2 3 0 1
3 2 1 0
0 1 2 3





− − − −
;  E A
a a a a
a a a a
a a a a
a a a a
t
2
2 3 0 1
3 2 1 0
0 1 2 3








a a a a
a a a a
a a a a
a a a a
3
3 2 1 0
2 3 0 1
1 0 3 2
0 1 2 3
=
− −
− − − −
− −
− −
;  E A
a a a a
a a a a
a a a a
a a a a
t
3
3 2 1 0
2 3 0 1
1 0 3 2









a a a a
a a a a
a a a a
a a a a
a









0 1 2 3
1 0 3 2
2 3 0 1
3 2 1 0
1
1 0 3 2
a a a a
a a a a
a a a a
a
a a a a
a a a a
a
0 1 2 3
3 2 1 0
2 3 0 1
2
2 3 0 1
3 2 1 0
−






− 0 1 2 3
1 0 3 2
3
3 2 1 0
2 3 0 1
1 0 3 2a a a
a a a a
a
a a a a
a a a a
a a a a
a
−
− − − −
+
− −
− − − −
− −




a a a a
a a a a
a a a a
a a a a
a











0 1 2 3
1 0 3 2
2 3 0 1
3 2 1 0
1
1 0 3 2
0 1 2 3
3 2 1 0
2 3 0 1
2
2 3 0 1
3 2 1 0
0 1 2
a a a
a a a a
a a a a
a
a a a a
a a a a








1 0 3 2
3
3 2 1 0
2 3 0 1
1 0 3 2





−a a a a
a
a a a a
a a a a
a a a a
a a a a
.
К аналогичным результатам приводит рассмотре-
ние произведений вида t t t t t t t tA A A A A A⋅ ⋅ ⋅, , ,  т.е
t t t t t tA A a A a E⋅ = −2 0
2
0
t t tA A a A a E⋅ = −2 0
2
0




t t t t
t t t t t t
A A a a a a E
a a E a a E a a E











0 1 1 0 2 2 0 3 32 2 2
t t
t t t
A A a a a a E
a a E a a E a a E











0 1 1 0 2 2 0 3 32 2 2
A A a a a a E
a a E a a E a a E
t t
t t t











0 1 1 0 2 2 0 3 32 2 2
Итак, результирующие матрицы рассмотренных 
мультипликативных композиций являются кватерни-
онными:
A A R A A R A A R A A Rt t t t t t t t t t t t⋅ = ⋅ = ⋅ = ⋅ =, , , .












0 1 2 3
Здесь необходимо использовать таблицу умноже-
ния группы 32-го порядка [9], содержащую исходные 






0 . С помо-
щью этой таблицы получаем:
A A a a a a
E E E E
E R A S
E T S A







⋅ = 0 1 2 3
0 1 2 3
1 0 3 2
2 3 0 1






A A a E a E a E a E a
a E a R a A a S a
t t t t⋅ = + + +( )+
+ + + +( )+
+
0 0 0 1 1 2 2 3 3
1 1 0 0 1 3 2 2 3
a E a T a S a A a
a E a A a R a T a
2 2 0 3 1 0 2 1 3
3 3 0 2 1 1 2 0 3
+ + +( ) +
+ + + +( );
а также
A A a E a E a E a E a




⋅ = + + +( )+
+ + + +( )+
+
0 0 0 1 1 2 2 3 3




E a A a S a R a
a E a S a A a T a
2 0 3 1 0 2 1 3
3 3 0 2 1 1 2 0 3
+ + +( ) +
+ + + +( ).
Из этой записи видно, что результирующая матри-
ца не представляется структурой, соответствующей 






0 , т.е. ре-
зультатом произведения A At⋅  является матрица, не 
эквивалентная кватерниону. При изучении структуры 
результирующей матрицы A At⋅  следует принять во 
внимание, что матрицы E R S T A S T A A R0 0 0 0 3 2 3 1 2 1, , , , , , , , ,  
являются симметричными, а E E E E E Et t t1 2 3 1 2 3, , , , ,  - ко-
сосимметричными. 
Тогда в результирующей матрице нетрудно выде-
лить симметричную составляющую
a E a R a S a T a a A a a S









0 1 2 3 1 3 2
1 2 3 2 3 1 1 3
+ + + + + +
+ + + 2 2 3 1+ a a R
 и кососимметричную 
a a E a a E a a E a a E a a E a a Et t t0 1 1 0 2 2 0 3 3 0 1 1 0 2 2 0 3 3+ + + + +
или в развернутой записи для симметричной фор-
мы имеем:
a E
a a a a a a
a a a a a a













1 3 2 3
2












и соответственно для кососимметричной:
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2




0 3 0 2
0 3 0 1




a a a a
a a a a
a a a a
.
В окончательной записи структура и содержание 
результирующей матрицы A At⋅  определя-
ется формой, не являющейся кватернион-
ной, т.е.:
A A Qt⋅ = ,
где
Вводя следующие матрицы
a E a R a T a A
a a a a
a a a a
a a a a
a a a a
t
0 1 1 0 2 3 3 2
1 0 3 2
0 1 2 3
3 2 1 0
2 3 0





a E a A a S a R
a a a a
a a a a
a a a a
a a a a
t
0 2 1 3 2 0 3 1
2 3 0 1
3 2 1 0
0 1 2 3
1 0 3





a E a S a A a T
a a a a
a a a a
a a a a
a a a a
t
0 3 1 1 2 1 3 0
3 2 1 0
2 3 0 1
1 0 3 2
0 1 2






искомое произведение приводится также к иной 
упорядоченной записи:
A A a
a a a a
a a a a
a a a a
a a a a
a








0 1 2 3
1 0 3 2
2 3 0 1
3 2 1 0
1
1 0 3 2
a a a a
a a a a
a a a a
a
a a a a
a a a a
a a a
0 1 2 3
3 2 1 0
2 3 0 1
2
2 3 0 1









1 0 3 2
3
3 2 1 0
2 3 0 1
1 0 3 2
0 1 2 3
a
a a a a
a
a a a a
a a a a
a a a a













































































С помощью группы 32-го порядка [9], аналогично 
исследуются мультипликативные композиции вида 
A A A A A At t t⋅ ⋅ ⋅ , и t t t t t t t t t t t tA A A A A A A A⋅ ⋅ ⋅ ⋅, , , .
Например, для произведения A At⋅  получаем:
A A Ft⋅ =
где
а также
    A A Ft ⋅ = ,          t A A Q⋅ = ,
причем
t t t tA A F⋅ = ,         t t t tA A F⋅ = ,
               t t t tA A Q⋅ = ,          A A Qt t t t⋅ = ,
т.е.
             A A A At t⋅ = ⋅ ,           A A A At t⋅ = ⋅ ,
           t t t t t tA A A A⋅ = ⋅ ,     t t t t t tA A A A⋅ = ⋅ .
транспонирование
Как отмечалось в [2], структура базисных матриц 






0  выбиралась из соображений 
симметрии, упорядоченности, выражающейся возможно-
сти транспонирования полного, внутреннего и внешнего. 





tE E[ ] =  перестав-





iE E[ ] =  переставляются элементы 




t[ ] =  переставляются элементы всех 
строк и столбцов, исключая первую строку и столбец, т.е. 
операция полного транспонирования объединяет внеш-
нее и внутреннее. Рассматриваемая совокупность четы-
рех кватернионных матриц A A A At t t t  удовлетво-
ряет введенным формам транспонирования, т.е.:
t t t t t t t t
t t t t t t t t t t t
A A A A A A
A A A A A
[ ] = [ ] = [ ] =
  =   =  
, , ,
, , =
  =   =   =
  =  
t
t t t t t t t t t t
t t t t t t
A




, =   =
t t t tA A A, .
Применив введенные операции транспонирования 
к произведению вида A A R⋅ = , получим:
t t t tA A R⋅[ ] = [ ] ,  т.е. t t t t t tA A R⋅ = ,
t tA A R⋅[ ] = [ ],  т.е. t t tA A R⋅ = ,
A A Rt t⋅[ ] = [ ] ,  т.е. A A Rt t t⋅ = .
Для произведения вида A A Qt⋅ =  имеем:
t t t t tA A Q⋅  = [ ] ,  т.е. A A Qt t t t t⋅ = ,
Q
a a a a
a a a a a a a a a a a a
=
+ + +

















1 2 0 3 0 2 1 3
0 0 0
0 2 2( )












2 3 0 1
1 3 0 2
a a a a a a a a a a a a







2a a a a a a a+( ) − − +
F
a a a a a a a a a a
a a a a a a a a
=
− − −
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− − + − + −
− − −
a a
a a a a a a a a a a







2a a a a+ + −
,
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t t tA A Q⋅  = [ ],  т.е. t tA A Q⋅ = ,
A A Qt
t t⋅  = [ ] ,  т.е. t t t tA A Q⋅ = .
В силу свойств коммутативности A A A At t⋅ = ⋅  и 
применяя правила транспонирования, получим:
t t t t t tA A A A⋅  = ⋅  ,  т.е. A A A A
t t t t t t⋅ = ⋅ ,
t t t tA A A A⋅  = ⋅  ,  т.е. 
t tA A A A⋅ = ⋅ ,
A A A At
t t t⋅  = ⋅  ,  т.е. 
t t t t t tA A A A⋅ = ⋅ .
Откуда следует Q Qt= , Q Qt t t= ,
т.е. Q A A A A Q A A A At t t t t t t t t= ⋅ = ⋅ = ⋅ = ⋅, .
Рассматривая произведения вида A A Ft⋅ = , анало-
гично получим:
t t t t tA A F⋅  = [ ] ,  т.е. t t t t tA A F⋅ = ,
t t tA A F⋅  = [ ],  т.е. t t t tA A F⋅ = ,
A A Ft
t t⋅  = [ ] ,  т.е. A A Ft t⋅ = .
В силу коммутативности произведений A A A At t⋅ = ⋅ , 
имеем:
t t t t t tA A A A⋅  = ⋅  ,  т.е. 
t t t t t tA A A A⋅ = ⋅ ,
t t t tA A A A⋅  = ⋅  ,  т.е. 
t t t t t tA A A A⋅ = ⋅ ,
A A A At
t t t⋅  = ⋅  ,  т.е. A A A A
t t⋅ = ⋅ .
Откуда F F F Ft t t t= =, .
Применив операции транспонирования к установ-
ленному ранее результату A A a Et t⋅ = 2 0  и учитывая 
свойства коммутативности A A A At t t t⋅ = ⋅ , непосред-
ственно получаем:
t t t t t tA A a E⋅  =  
2
0 ,  т.е. A A a E
t t⋅ = 2 0,
t t t tA A a E⋅  =  
2
0 ,  т.е. 
t tA A a E⋅ = 2 0,
A A a Et t
t t
⋅  =  
2
0 ,  т.е. 
t tA A a E⋅ = 2 0.
и далее для равенства t tA A a E⋅ = 2 0 :
t t t t t tA A a E⋅  =  
2
0 ,  т.е. 
t tA A a E⋅ = 2 0,
t t t tA A a E⋅  =  
2
0 ,  т.е. A A a E
t t⋅ = 2 0,
t t t tA A a E⋅  =  
2
0 ,  т.е. A A a E
t t⋅ = 2 0.
Откуда следует:
A A A A A A A A a Et t t t t t t t⋅ = ⋅ = ⋅ = ⋅ = 2 0.
Ортогональность
И з  п р и в е д е н н ы х  р е з у л ь т а т о в  н е т р у д н о 
о п р е д е л и т ь м а т р и ц ы ,  о б р а т н ы е к в а т е р н и о н-
н ы м A A A At t t t[ ]      
− − − −1 1 1 1, , , ,  т.е .  удов ле т в о -
ря ющ ие ус лови я м :
Например, умножив равенство A A a Et t⋅ = 2 0  слева 
на A[ ]−1 , получим
A A A a A Et t[ ] ⋅ = [ ]− −1 2 1 0.
Откуда
E A a A Et t0
2 1
0⋅ = [ ]− ,
т.е.



















,      A
a





В частности, если норма кватерниона удовлет-
воряет условию a2 1=  (например, при использова-
нии параметров Родрига – Гамильтона в качестве 
компонент кватерниона [2]), рассматриваемые пары 
кватернионных матриц являются ортогональными, 
т.е. A A A A A A A A Et t t t t t t t⋅ = ⋅ = ⋅ = ⋅ = 0,  а их обратные 
матрицы равны транспонированным 
A At t[ ] =−1 ,  t tA A  =
−1
,  t tA A  =
−1




Резюмируя изложенное, шестнадцать всевозмож-
ных мультипликативных композиций пар рассмотрен-
ных четырех матриц, эквивалентных равным и со-
пряженным кватернионам, удобно представить в виде 
следующей таблицы умножения
• t tA A A At t
A
t tA
a E R2 0







a E Rt2 0
R a Et 2 0
A A E A A E A A E A A Et t t t t t t t[ ] =   =   =   =







0, , , .
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Приведенная таблица умножения имеет очевидную 
симметричность, обусловленную коммутативностью, 
ортогональностью, транспонированностью и содер-
жит четыре отличных по структуре результирующих 
матрицы, одна из которых определяется единичной 
матрицей E0 , вторая R  по структуре эквивалентна 
кватерниону, матрицы Q  и F  не являются кватер-
нионными, но обладают упорядоченной структурой, 
определяемой симметричной и кососимметричной со-
ставляющими.
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